Logica in vogelvlucht

  Logica is het onderdeel van de filosofie dat de geldigheid van redeneringen onderzoekt. Van geldigheid is sprake indien de stap van de gegevens (de premissen) naar de conclusie deugt. Dat wil zeggen dat de logica zich niet bekommert om de waarheid van de gegevens (daar bestaan andere vakken voor) maar om de deugdelijkheid van de  gevolgtrekkingen. Bij ware gegevens en een geldige redenering, moet de conclusie ook wel waar zijn. Wanneer we echter minder zeker zijn over de waarheid van gegevens, kan de conclusie onwaar blijken, terwijl de redenering toch volkomen geldig is. Kijk bijvoorbeeld naar de volgende redenering:

Alle koeien zijn oplosbaar

Sommige kwadraten zijn koeien

Sommige kwadraten zijn oplosbaar

De redenering berust op onzinnige premissen, maar blijkt niettemin geldig, want stel de gegevens waren wel waar, dan moest ook de conclusie waar zijn.

  Al vrij vroeg heeft men ontdekt dat de geldigheid van redeneringen niet zozeer wordt bepaald door de precieze zaken die worden aangeduid maar door het redeneerpatroon. Dat wil zeggen dat de plaats van woorden in de redenering ten opzichte van de logische voegwoorden, er meer toedoet dan de betekenis van die woorden. Bij het voorbeeld van hierboven zouden we sommige woorden kunnen vervangen door hoofdletters:

Alle K zijn O

Sommige Q zijn K

Dus sommige Q zijn O
Als je nu in de redenering K zou interpreteren als katten, O als ondeugend en Q als kwijlende dieren, dan worden de gegevens waar, maar blijft de redenering even geldig. Zou je echter het woord alle vervangen door sommige dan zou de redenering zijn geldigheid verliezen. Het hoeven immers niet dezelfde katten te zijn die niet deugen als de katten die een kwijlend dier zijn.

CONVERSATIONELE LOGICA ( FORMELE LOGICA

  Binnen de moderne logica onderscheidt men verschillende benaderingen: syntaxis, semantiek en pragmatiek. Met syntaxis worden de regels bedoeld voor de formele welgevormdheid van logische zinnen. De semantiek is de betekenisleer en daarbij onderzoekt men de logische betekenis van zinnen. Bij pragmatiek houdt men zich bezig met de werking van taaltekens bij hun gebruikers in de communicatie.

  Het is belangrijk om pragmatiek goed te onderscheiden van syntaxis en semantiek, want pragmatisch lijken gevolgtrekkingen soms te deugen, terwijl ze strikt logisch helemaal niet vast staan. Zo heeft de Britse taalfilosoof Herbert Paul Grice (1913-1988) opgemerkt dat wij in conversaties bepaalde regels hanteren op grond waarvan wij de informatie interpreteren
. Deze gespreksregels staan inmiddels bekend als de maximen van Grice (Gricean conversational implicatures) Het betreft bijvoorbeeld de gespreksregel om zoveel informatie te geven als nodig is voor het doel van het gesprek op dat moment en de gespreksregel om niets te beweren waarvan je gelooft dat het niet waar is. Consequentie van zulke regels is, dat het tegenstrijdig klinkt als iemand beweert: “Het regent, maar ik geloof er niets van.”, terwijl het wel degelijk kan samengaan dat iemand iets gelooft terwijl de werkelijkheid anders is. Consequentie is ook dat als ik een vraag van jullie beantwoord met “Sommige vijfdeklassers hebben bij de toets een voldoende behaald.”, jullie zullen concluderen dat óók sommige vijfdeklassers geen voldoende hebben behaald. Jullie verwachten van mij dat ik mijn informatie niet zwakker uitdruk dan mogelijk. Toch zou ik met mijn antwoord niet hebben gelogen als in feite in dezelfde klas àlle leerlingen een voldoende hebben behaald. 

  In het vervolg van deze tekst richten we ons op  strikt logische geldigheid en blijft de pragmatiek verder buiten beschouwing. 

  In de onderstaande tekst wordt aandacht besteed aan Aristoteles’ syllogistiek, drogredenen, paradoxen, de propositielogica van de stoïcijnen, waarheidstafels, Beths semantische bomen, de suppositieleer, Freges predikaatlogica, Russells analyse van uniek bepalende beschrijvingen, Brouwers meerwaardige logica en modale logica.

SYLLOGISTIEK

  Aristoteles (384-322 voor het begin van onze jaartelling) is de eerste persoon geweest die zich systematisch bezighield met de geldigheid van redeneringen. Hij heeft zijn bevindingen op papier gezet in de Organon en  heeft met zijn inzichten zoveel indruk gemaakt dat men eeuwenlang heeft gemeend dat de logica met zijn bevindingen ook meteen was voltooid. Die opvatting klopt niet omdat er nog wel degelijk wat meer over de geldigheid van redeneringen viel te melden, maar niettemin blijven zijn bevindingen waardevol. 

  Aristoteles formuleerde twee grondbeginselen voor de logica:

1. de wet van de contradictie (principium contradictionis): geen enkele uitspraak is tegelijkertijd waar en onwaar,

2. de wet van de uitgesloten derde (principium exclusi medii; tertium non datur): een uitspraak is òf waar òf onwaar, een derde mogelijkheid bestaat er niet.

  Aristoteles hield zich bezig met syllogismen (sluitredenen)  en hierbij onderscheidde hij geldige en ongeldige redeneringen. In syllogismen kent de conclusie een bepaalde eigenschap toe aan een bepaalde groep.  Die groep wordt het subject van de redenering genoemd en de eigenschap het predikaat. Bij de premissen (gegevens) kunnen nog andere zaken aan de orde komen en die worden aangeduid met de uitdrukking middenterm. Zo zou je kunnen zeggen dat in de redenering aan het begin van deze tekst Q het subject vormt, O het predikaat en K de middenterm. De logische woorden waarmee hij werkte zijn: Alle, Geen, Sommige en Sommige … niet, waarbij je het woord sommige moet opvatten als het Engelse some (tenminste één) en niet per se twee of meer. De precieze woordkeus doet er ondertussen niet toe. Woorden die logisch eenzelfde betekenis hebben, zoals elke voor alle, of enkele voor sommige, hoef je niet verschillend te behandelen. Uitdrukkingen die hetzelfde betekenen, zoals synoniemen, behandel je alsof er ook hetzelfde staat. De eerste stap in het beoordelen van de geldigheid van een syllogisme, bestaat dan ook in het omzetten van de redenering in de goede vorm.

  Nu kun je de geldigheid van de syllogismen, die je met deze woorden vormt, testen met behulp van  zogenoemde Venn-diagrammen. Deze methode is bedacht door de Britse logicus John Venn (1834-1923). Hierbij geef je de werkelijkheid als verzamelingen weer met cirkels: zo zou je kunnen zeggen dat de volgende figuur K de koeien weergeeft:

 K
Binnen de cirkel bevinden zich alle koeien, en buiten de cirkel bevindt zich alles wat geen koe is, ook jij en ik, trollen en rupsen. Vervolgens kun je met een cirkel O de oplosbare zaken erbij weergeven en dan kun je verschillende combinaties onderscheiden:

K                                           O

Het gedeelte van de K-cirkel dat niet de O-cirkel overlapt, geeft de koeien weer die niet oplosbaar zijn. In de overlap bevinden zich de koeien die wel oplosbaar zijn. Het gedeelte van de O-cirkel dat niet met de K-cirkel overlapt, geeft de oplosbare zaken aan die geen koe zijn. En wat zich buiten beide cirkels bevindt, is noch koe, noch oplosbaar. Als er nu wordt beweerd dat alle koeien oplosbaar zijn, dan kun je zeggen dat het gedeelte van de K-cirkel buiten de overlap leeg is; daar bevindt zich niets. Dat kun je dan weergeven door het weg te arceren.

  Als er nu wordt beweerd dat sommige kwadraten koeien zijn, dan moet je die stand van zaken iets anders weergeven. Opnieuw kun je twee cirkels onderscheiden: een K-cirkel en een Q-cirkel en daar kun je dan zeggen dat in de overlap zich juist wel iets bevindt. Dat geef je dan weer door er een enkele streep in te trekken. 

   Vervolgens kun je beide premissen met elkaar combineren in één figuur:

K                                        O


            Q

Je moet er dan aan denken, dat de uitspraak: “Alle koeien zijn oplosbaar” betekent dat tevens de koeien die eventueel ook een kwadraat zijn, kunnen worden opgelost. Dat wil zeggen dat je alles van de K-cirkel moet wegarceren dat buiten de overlap met de O-cirkel valt. Van de enkele streep die je had getrokken in de overlap van de K-cirkel en de Q-cirkel  (“sommige kwadraten zijn koeien”) resteert dan alleen nog een gedeelte in het gebied waar  de drie cirkels elkaar overlappen. 

  Nu geeft de figuur al precies weer wat in de conclusie wordt beweerd. Je hoeft niets extra’s meer in te tekenen om weer te geven dat sommige kwadraten oplosbaar zijn. Zodra de zaak er zo voorstaat en de conclusie in feite al is weergegeven, na het intekenen van de premissen, is er sprake van een geldige redenering. Zou je voor de conclusie eigenlijk nog een gedeelte moeten wegarceren of een enkele streep moeten intekenen, dan moet je de redenering ongeldig noemen.

  De behandeling van de overige twee logische termen verschilt niet hemelsbreed. Bij een premisse waarin het woord geen valt, kun je de overlap van de twee betrokken cirkels juist wegarceren. Uit “Geen koe is een paddestoel” kun je zo concluderen dat ook geen paddestoel een koe is. Bij een premisse waarin sprake is van sommige… niet kun je een enkele streep trekken in het gedeelte van de eerste cirkel dat buiten de overlap valt. Dan blijkt dat je uit de bewering dat sommige zoogdieren niet koe zijn, niet kunt concluderen dat sommige koeien geen zoogdier zijn.

  Natuurlijk moet je er bij dit alles goed op letten, dat de zaken die je met eenzelfde letter weergeeft  ook werkelijk dezelfde soort zaken betreffen. Soms bedoel je in het Nederlands met eenzelfde uitdrukking verschillende zaken en dan zou je in de weergave verschillende letters moeten gebruiken. 

  Een lastig probleem is ook dat sommige begrippen geen inhoud hebben (geen existential import): “alle kaboutertjes roken” en “geen kaboutertje rookt” worden pas tegenstrijdig zodra de veronderstelling is dat kaboutertjes ook bestaan. Aristoteles meent wèl dat alle begrippen telkens tenminste enige inhoud moeten hebben, maar latere logici wijzen die opvatting af.

  Tot slot is het goed om alert te zijn op het verraderlijke woordje alleen: het betekent logisch wel iets, maar het is beslist niet gelijk aan alle.  In feite betekent de uitspraak: “Alleen A zijn B”: Alle B zijn A. Je moet dus steeds erop letten dat je in de weergave van zinnen waarin dat woord voorkomt, de boel in een alle-constructie correct omkeert; anders beoordeel je in feite een andere redenering dan er gegeven was. 

  Voor de goede orde: de methode van de Venn-diagrammen was Aristoteles volkomen onbekend, maar ze leent zich prima voor de beoordeling van de geldigheid van de syllogismen, waarmee hij zich bezighield.

DROGREDENEN

 Behalve een leer over geldig redeneren, heeft Aristoteles ook een uiteenzetting gegeven van redeneringen die geldig lijken, maar die het niet zijn. Zulke redeneringen noemt men drogredenen. Sinds de tijd van Aristoteles is men gekomen tot een lijst van zulke drogredenen. Hieronder volgen de belangrijkste:

· argumentum ad hominem: de persoon aanvallen in plaats van het standpunt dat hij of zij verdedigt,

· argumentum ad misericordiam: medelijden wekken voor een betrokkene in plaats van in te gaan op het bewijsmateriaal.

· argumentum ad baculum: dreigen met geweld in plaats van in te gaan op iemands  argumenten,

· petitio principii (begging the question): met een cirkelredenering aankomen door een standpunt te verdedigen met argumenten die de juistheid van het verdedigde standpunt vooronderstellen,

· post hoc ergo propter hoc: meteen een oorzakelijk verband veronderstellen zodra de ene gebeurtenis is gevolgd door de andere,

· Ignoratio elenchi (verwarring van waarheid en bewijs): concluderen dat iets (on)waar is enkel omdat het tegendeel niet is bewezen,

· many questions: een zodanig complexe vraag stellen dat zowel een bevestigend als een ontkennend antwoord een erkenning betekent van een bewering die in de vraag verstopt zit en

· the naturalistic fallacy: uit een feit een morele norm afleiden of omgekeerd uit een morele norm een feit.

PARADOXEN

  In algemene woordenboeken wordt de uitdrukking Paradox vaak omschreven als een schijnbare tegenstrijdigheid. Dat betekent dus dat er sprake lijkt van een tegenstrijdigheid, maar dat deze tegenstrijdigheid bij nader inzien toch niet bestaat. Zo’n omschrijving komt ook overeen met het alledaagse taalgebruik. Als iemand bijvoorbeeld beweert dat men, om te leven, moet sterven, lijkt dat in eerste instantie tegenstrijdig. We kunnen die uitspraak paradoxaal noemen omdat we zelden of nooit iemand meemaken die tot leven komt nadat hij of zij is gestorven: sterven betekent niet meer leven. Zo’n paradoxale uitspraak kan de nieuwsgierigheid van anderen wekken. Vervolgens kan zo iemand dan uitleggen dat met die uitspraak wordt bedoeld dat men niet lekker leeft, indien men alle risico’s vermijdt en een riskant leven daarom een beter leven is. Met die uitleg verdwijnt de tegenstrijdigheid, maar zonder aanvankelijk verwarring te stichten was er ook niet zoveel belangstelling geweest voor de eigenlijke boodschap.

  In de filosofie, de logica en de wiskunde heeft de uitdrukking Paradox een andere betekenis en die moet je kennen: een uitspraak waarvan zowel de bevestiging als de ontkenning leidt tot een tegenspraak. Het is dus meer dan zomaar een tegenstrijdigheid. Ik kan de tegenstrijdige beweringen doen: “Ik leef.” en “Ik leef niet.” Die tegenstrijdigheid valt echter makkelijk de wereld uit te helpen door te stellen dat een van beide uitspraken onwaar is. Bij echte filosofische, logische en wiskundige paradoxen gaat dat allemaal niet zo eenvoudig. Als je de uitspraak afwijst, raak je in tegenstrijdigheden. Als je hem aanvaardt raak je eveneens in tegenstrijdigheden. 

  Bij een filosofische, logische of wiskundige paradox staat niet bij voorbaat vast dat het maar een schijnbare tegenstrijdigheid betreft. Binnen deze vakgebieden heeft men sommige paradoxen weten op te lossen, maar niet alle paradoxen.

  We kennen verschillende paradoxen. Zo kennen we de paradoxen van Zeno, de leugenaarparadox, de Russellparadox, de Hangman-paradox en de paradox van Arrow. Deze opsomming is overigens niet volledig. Soms bestaan ook van eenzelfde paradox verschillende formuleringen. 

De Leugenaarparadox

  Oorspronkelijk werd deze paradox als volgt geformuleerd: “Simon de Kretenzer zegt dat alle Kretenzers leugenaars zijn.” Als Simon nu de waarheid spreekt dan moet zijn uitspraak dat alle Kretenzers leugenaars zijn, kennelijk wel onwaar zijn, omdat tenminste Simon een Kretenzer is die de waarheid spreekt. Als Simons woorden onwaar zijn en niet alle Kretenzers leugenaars zijn, dan is hij echter weer wel een leugenaar en dan kan zijn uitspraak weer waar zijn. 

  In de oudheid was er een logicus Philitas van Kos, op wiens grafsteen wij nu nog kunnen lezen dat hij is gestorven aan de leugenaarparadox en zijn nachtelijke zorgen daarover. Misschien zou je denken dat die zorgen onnodig waren, omdat een leugenaar nu eenmaal niet altijd hoeft te liegen. Toch vormt dat geen definitieve oplossing zodra je kijkt naar enigszins verfijndere formuleringen van dezelfde leugenaarparadox. Bijvoorbeeld:

· Iemand beweert: “Nu lieg ik.”  of

· Er wordt een boek gedrukt met op de eerste pagina en elke volgende pagina tot aan de laatste de tekst: “Wat op de volgende pagina staat, is waar”. Op de allerlaatste pagina staat echter: “Wat op de eerste pagina staat is onwaar.”

De Russell-paradox

  Deze paradox werd geformuleerd door Bertrand Russell (1872-1970). Ze maakt gebruik van het onderdeel van de wiskunde dat men de verzamelingenleer noemt. Ze luidt als volgt: Er bestaat een verzameling H van alle verzamelingen die geen element zijn van zichzelf. Is deze verzameling H een element van zichzelf? Zo ja, dan mag ze juist geen element zijn van zichzelf. Zo nee, dan moet ze juist zichzelf als element hebben.

  Deze paradox kent ook alledaagsere varianten:

· Als we alle catalogusjes die zichzelf niet vermelden, verzamelen in een grote bibliotheek, mag dan de catalogus van alle verzamelde catalogi van deze bibliotheek ook een plaatsje krijgen binnen deze bibliotheek? Als we haar geen plaats geven binnen de bibliotheek, hoeft ze zichzelf niet te vermelden, en dan hoort ze weer binnen thuis. Als we haar binnen de bibliotheek onderbrengen, moet ze zichzelf vermelden en dan moet ze juist weer naar buiten.

· De (mannelijke) barbier van Sevilla krijgt als opdracht precies alle mannen te scheren, die zichzelf niet scheren. Moet hij nu zichzelf scheren? Zo ja, dan mag het niet. Zo nee, dan moet het juist weer wel.

  Deze laatste formuleringen zijn misschien veel inzichtelijker dan de eerste, maar juist Russells formulering was van grote betekenis, omdat ze een bom legde onder het streven de hele wiskunde terug te voeren op de logica.

Uitwegen

  Deze paradoxen lijken onontkoombaar te leiden tot de conclusie dat er sommige uitspraken bestaan die tegelijkertijd waar en onwaar zijn. Als dat klopt is dat nogal destructief voor de logica. Men zou kunnen zeggen dat de logica kennelijk niet deugt. 

  De Poolse logicus Alfred Tarski  (1902-1983) formuleerde een andere oplossing: men moet een onderscheid maken tussen de objecttaal, waarin men spreekt over de wereld (bijvoorbeeld: “de kat zit op de mat”), en de metataal (meta betekent “over”), waarin men uitspraken doet over uitspraken (bijvoorbeeld: “het is waar dat de kat op de mat zit). Als men dat onderscheid consequent handhaaft, dan verdwijnen paradoxen zoals de leugenaarparadox en de Russell-paradox. Zulke paradoxen zullen pas ontstaan als men objecttaal en metataal niet scherp onderscheidt.

Andere paradoxen

  Zoals genoemd, staan er nog meer paradoxen bekend: de paradoxen van Zeno, de Hangman-paradox en de Arrow Paradox. 

  Zeno van Elea (490-430 voor het begin van onze jaartelling) formuleerde enkele paradoxen om aan te tonen dat alle beweging wel schijn moest zijn. Bekend is zijn paradox van Achilles en de schildpad. Als de schildpad een voorsprong zou worden gegeven, zou Achilles hem nooit kunnen inhalen, omdat de schildpad telkens iets verder is gekomen, indien Achilles bij het vorige punt van de schildpad is gekomen. Bij deze paradox speelt de problematiek van het empirisme tegenover het rationalisme: als je de boel verstandelijk beredeneert, kom je tot een heel andere uitkomst, dan wanneer je afgaat op je zintuiglijke waarneming. 

  De Hangman-paradox werd in 1948 geformuleerd door D.J. O’ Connor en heeft betrekking op een executie waarvan wordt aangekondigd dat deze de komende week zal plaatsvinden. Onbekend zal echter zijn op welke dag. Nadat de slachtoffers de laatste dag hebben uitgesloten, omdat het dan geen verrassing meer kan zijn, vallen van achter naar voren alle dagen van de week af.

  De Amerikaanse econoom Kenneth Arrow formuleerde in 1951 de Arrow paradox. Ze heeft betrekking op groepsvoorkeuren. Het spreekt voor zich dat iemand die alternatief A verkiest boven alternatief B en alternatief B boven alternatief C, ook alternatief A verkiest boven alternatief C. Bij een collectieve voorkeur kan echter een meerderheid A boven B verkiezen en B boven C maar C boven A.

  Deze paradoxen kan men niet meteen oplossen met behulp van Tarski’s onderscheid tussen objecttaal en metataal.

PROPOSITIELOGICA

  Na Aristoteles hebben filosofen wel degelijk stappen vooruit weten te zetten in het denken. Zo hebben de stoicijnen zoals Chrysippus (280-201 voor het begin van onze jaartelling) de propositielogica ontwikkeld. Binnen deze logica spelen de logische voegwoorden: niet, en, of, als… dan en desda (dan en slechts dan als) een centrale rol. Deze logische voegwoorden verbinden in de propositielogica geen begrippen, maar zinnen (proposities) met elkaar.

  Binnen de propositielogica heeft men verschillende geldige redeneringen onderscheiden: modus ponens en modus tollens. Daartegenover staan ongeldige redeneringen: de drogreden van de bevestiging van de consequens en de drogreden van de ontkenning van de antecedens.

  Een voorbeeld van een modus ponens-redenering is:

Als het regent dan zijn de straten nat.

Het regent.

Dus de straten zijn nat.

  Een voorbeeld van een modus tollens-redenering is:

Als het regent dan zijn de straten nat.

De straten zijn niet nat.

Dus het regent niet

  Een voorbeeld van de (ongeldige) drogreden van de bevestiging van de consequens is:

Als het regent dan zijn de straten nat.

De straten zijn nat.

Dus het regent.

  Een voorbeeld van de (ongeldige) drogreden van de ontkenning van de antecedens is:

Als het regent dan zijn de straten nat.

Het regent niet

Dus de straten zijn niet nat. 

In de propositielogica worden tegenwoordig redeneringen weergegeven in symbolen. Daarmee verduidelijkt men wat men precies bedoelt en wordt de beoordeling van de geldigheid van een redenering inzichtelijker gemaakt. 

  Enerzijds zijn er proposities (zinnen) die worden weergegeven met een letter. Zo kan p betekenen: Het regent en q: De straten zijn nat. 
  Anderzijds zijn er logische voegwoorden, zoals niet, en, of, als… dan en desda (dat wil zeggen dan en slechts dan als). Voor deze logische voegwoorden worden de volgende symbolen gebruikt:

· ¬  betekent negatie (het is niet zo dat ….)

· (  betekent conjunctie (…. èn.... zijn beide het geval)

· ( betekent disjunctie (…. òf … is het geval, of beide zijn het geval).
· (  betekent implicatie (indien …. het geval is, dan is …. het geval).

· ≡  betekent equivalentie (…. is het geval dan en slechts dan als …). 

  Daarnaast wordt er nog gewerkt met haakjes (…). Deze betekenen dat datgene dat tussen haakjes staat in eerste instantie moet worden beschouwd als één zin.

  Een modus ponens-redenering kun je in de propositielogica weergeven met:

p ( q

p

q

  Een modus tollens-redenering kun je in de propositielogica weergeven met:

p ( q

¬ q

¬ p

  Een drogreden van de bevestiging van de consequens kun je in de propositielogica weergeven met:

p ( q

q

p

  Een drogreden van de ontkenning van de antecedens kun je in de propositielogica weergeven met:

p ( q

¬ p

¬ q

  Er zijn echter nog veel andere propositielogische redeneringen die je kunt weergeven in de symbolische taal van de logica.

  Bij propositielogica kan men evengoed als bij de syllogistiek werken met onzinpremissen, bijvoorbeeld:

Als ik de koningin van Nederland ben,

dan likken de lakeien dagelijks mijn gebit schoon,

Ik ben echter niet de koningin van Nederland.

Dus als ik de koningin van Nederland ben, likken de lakeien ook elkaars gebit maar schoon.

 Zo’n conclusie is natuurlijk volmaakte onzin, maar uit onware gegevens kun je alles afleiden. In de logica noemt men dat ex falso sequitur quodlibet.

WAARHEIDSTAFELS

  De Oostenrijks-Britse filosoof Ludwig Wittgenstein (1889-1951) heeft een methode bedacht waarmee men bij een redenering alle mogelijke combinaties nagaat. Zijn methode van de waarheidstafels houdt in dat men alle combinaties van waarheid en onwaarheid van de proposities en de conclusie in een redenering zorgvuldig weergeeft.

  Bij een waarheidstafel kun je met de letter w weergeven dat een propositie waar is en met een letter o dat ze onwaar is. Zo’n waarheidstafel ziet er bij de modus tollens-redenering als volgt uit:
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  Als er bij de kolom van de conclusie enkel w’s staan dan is de redenering een  tautologie, dus in alle mogelijke gevallen geldig. Zodra er echter ook maar één o voorkomt in de kolom van de conclusie, dan is de redenering ongeldig en is de conclusie contingent; ze kan ook wel onwaar zijn.

   Lastig blijft echter dat je bij ingewikkelde redeneringen heel veel mogelijkheden moet onderscheiden en dat je dan fouten kunt gaan maken.

SEMANTISCHE BOMEN

 De Nederlandse logicus Evert Willem Beth (1908-1964) heeft een methode van de semantische bomen ontwikkeld.  In semantische bomen zoekt men systematisch naar een tegenvoorbeeld bij een redenering. Een tegenvoorbeeld is een situatie waarin alle gegevens (premissen) waar zijn en tegelijkertijd de conclusie toch niet waar is. Als het lukt zo’n tegenvoorbeeld te construeren, dan is de redenering ongeldig. Als het onmogelijk blijkt om zo’n tegenvoorbeeld te construeren, dan is de redenering juist geldig. 

  Het aardige van de semantische bomen is, dat je met enig redeneerwerk kunt begrijpen, waarom de boom op een bepaalde manier moet worden geconstrueerd, maar ook als je de constructieregels domweg uit je hoofd leert, en braaf doet wat er gezegd wordt, dan komt het goed.  

  Bij semantische bomen ga je in feite de redenering ontbinden in factoren: je werkt alle logische voegwoorden weg, totdat er alleen nog maar losse letters van de proposities staan aan de waarkant en/of aan de onwaarkant.  Je begint met een verticale streep en links daarvan is de waarkant, rechts daarvan de onwaarkant. Je wilt een tegenvoorbeeld construeren en dat betekent dat de gegevens (de premissen) waar moeten zijn en tegelijkertijd de conclusie onwaar. Daarom zet je de gegevens ook als eerste aan de waarkant en de conclusie aan de onwaarkant.

  Het maakt bij semantische bomen groot verschil of een logisch voegwoord staat aan de waarkant of aan de onwaarkant. Je kunt bijvoorbeeld grote fouten maken door een voegwoord aan de waarkant proberen weg te werken op de manier die past bij datzelfde voegwoord aan de onwaarkant. Daar moet je dus telkens heel goed voor oppassen.

  De regels zijn nu als volgt:

· ¬  (niet) aan de waarkant: zet dat wat erachter staat aan de onwaarkant, zonder die ¬.

· ¬  (niet) aan de onwaarkant: zet dat wat erachter staat aan de waarkant, zonder die ¬.

· ( (en) aan de waarkant: zet dat wat ervoor en erachter staat los van elkaar aan de waarkant, zonder die (.

· (  (en) aan de onwaarkant: splits de boom op dat punt in twee takken en zet bij de ene tak dat wat ervoor staat aan de onwaarkant en zet bij de andere tak dat wat erachter staat aan de onwaarkant, beide zonder die (.

· (  (of) aan de waarkant: splits de boom op dat punt in twee takken en zet bij de ene tak dat wat ervoor staat aan de waarkant en zet bij de andere tak dat wat erachter staat aan de waarkant, beide zonder die (.

· ( (of) aan de onwaarkant: zet dat wat ervoor staat en dat wat erachter staat los van elkaar aan de onwaarkant, zonder die (.

· (  (als … dan …) aan de waarkant: splits de boom op dat punt in twee takken, zet bij de ene tak dat wat ervoor staat aan de onwaarkant en bij de andere tak dat wat erachter staat aan de waarkant, beide zonder die (.

· (  (als …dan …) aan de onwaarkant: zet dat wat ervoor staat aan de waarkant en dat wat erachter staat aan de onwaarkant, beide zonder die (.

· ≡  (desda) aan de waarkant: splits de boom op dat punt in twee takken en zet dat wat ervoor staat  en dat wat erachter staat bij de ene tak aan de waarkant en zet dat ervoor en dat wat erachter staat bij de andere tak aan de onwaarkant, beide zonder die ≡.

· ≡  (desda) aan de onwaarkant: splits de boom op dat punt in twee takken, zet bij de ene dat dat wat ervoor staat aan de waarkant en dat wat erachter staat aan de onwaarkant en bij de andere tak juist dat wat ervoor staat aan de onwaarkant en dat wat erachter staat aan de waarkant, allemaal zonder die ≡.

  Hoe beoordeel je nu de geldigheid van een redenering aan de hand van een semantische boom? Je kijkt per tak naar boven. 

  Zodra er een zelfde propositie (een zelfde letter) los, zonder symbolen eromheen,  zowel staat aan de waarkant als aan de onwaarkant, dan sluit die tak. Dat noteer je door er twee streepjes onder te zetten. Dat betekent dat die tak niet tot een goed tegenvoorbeeld kan leiden. Bij het tegenvoorbeeld van die tak  zou je namelijk moeten veronderstellen dat een zelfde propositie tegelijkertijd waar en onwaar zou moeten zijn en dat is tamelijk absurd.

  Als alle takken op die manier sluiten, dan blijkt het dus helemaal onmogelijk om een tegenvoorbeeld te construeren en dan is de redenering dus geldig.  Bestaat er echter ook maar één tak die niet sluit dan is het dus wel mogelijk om een tegenvoorbeeld te construeren en dan is de redenering ongeldig. Één correct tegenvoorbeeld is al voldoende om de redenering ongeldig te maken. 

  Als je één of meer takken hebt, die niet sluiten, dan kun je vervolgens de tegenvoorbeelden aflezen door bij zo’n tak van onder naar boven  te noteren welke losstaande letters er staan aan de waarkant en welke er staan aan de onwaarkant. In de situatie die je dan hebt genoemd zijn alle gegevens waar en is tegelijkertijd de conclusie onwaar.

  De semantische boom van een modus tollens-redenering ziet er als volgt uit:

p ( q                            ¬ p

¬ q

……………………………………………

p

                                      q


         p                                      q      

  =                                                      =

Alle takken (beide takken van de boom sluiten. Dus de redenering is geldig.

SUPPOSITIELEER

  In de Middeleeuwen heeft de ontwikkeling van de logica niet stilgestaan. Na 1150 kwam de zogenoemde logica moderna op en het belangrijkste nieuwe element daarbinnen was de suppositieleer. Deze leer van onder meer William of Shyreswood († na 1267) en Petrus Hispanus (1205-1277) onderzoekt wat algemene begrippen in een bepaalde context kunnen representeren. Als belangrijkste soorten van suppositie werden onderscheiden:

· suppositio materialis waarbij het begrip voor zichzelf staat, zoals bij “Mens is een zelfstandig naamwoord”,
· suppositio simplex waarbij het begrip in algemene zin wordt gebruikt, zoals bij “De mens is een soort” en

· suppositio personalis, waarbij het begrip wordt gebruikt voor gewone referenten, zoals “De(ze) mens loopt.”

De suppositieleer bood een verklaring voor de ongeldigheid van verwarde redeneringen zoals:

Alle gras is groen.

Groen is een kleur

Dus alle gras is een kleur.

PREDIKAATLOGICA

  Pas in de 19de eeuw werd een volgende grote stap gezet in de ontwikkeling van de logica. Het betreft vooral het werk van de Duitse wiskundige Gottlob Frege (1848-1925). Deze meende dat de inzichten van de wiskunde in het algemeen en van de rekenkunde in het bijzonder uiteindelijk waren gebaseerd op de logica. Zijns inziens schoot de Aristotelische logica daarvoor echter tekort. Het belangrijkste verschilpunt tussen zijn predikaatlogica en de logica van eerdere filosofen is dat hij niet alleen met eigenschappen uit de voeten kan, maar ook met relaties. 

  In 1879 publiceerde Frege zijn inzichten in een klein meesterwerkje: Begriffsschrift, eine der Arithmetischen nachgebildete Formelsprache des reinen Denkens. In dit boekje introduceerde hij een ingenieus notatiesysteem, waarin hij zijn stellingen bewees.

  Tegenwoordig hanteren wij echter andere symbolen om Freges predikaatlogica weer te geven:

· een eigenschap of een relatie wordt weergegeven met een hoofdletter, bijvoorbeeld F, G, H, 

· een bepaald individu (logische constante) wordt weergegeven met een kleine letter, bijvoorbeeld a, b, c,

· nog onbepaalde individuen (logische variabelen) worden weergegeven met een kleine letter x, y, z,

· met het symbool ( wordt de universele kwantor weergegeven: dat voor alle …. geldt dat …,

· met het symbool ( wordt de existentiële kwantor weergegeven: dat voor sommige (dat wil zeggen: tenminste één) … geldt dat 

· en verder worden de symbolen van de propositielogica:  (,  ), ¬, (, ( , ( en ( gebruikt..

  Met deze symbolen kan men de bewering: “Repelsteeltje stinkt” weergeven met: Sr. Als er vervolgens wordt beweerd dat iets stinkt, dan kan men dat weergeven met: (x Sx en als er wordt beweerd dat alles stinkt dan moet de weergave daarvan zijn: (x Sx. En als iemand dat laatste ontkent dan kan diens standpunt worden weegegeven met ((x Sx (of wat hetzelfde betekent: (x (Sx). 

  Relaties worden weergegeven als hoofdletters met daarachter twee of meer plaatsen voor kleine letters. Zo zou je de bewering Sneeuwwitje is groter dan Repelsteeltje kunnen weergeven met: Gsr en vervolgens de bewering dat er iets groters is dan Repelsteeltje met (x Gxr. Als je wilt weergeven dat er iemand (een mens) bestaat die Repelsteeltje aan Sneeuwwitje gunt, dan kun je dat weergeven met: (x (Mx ( Gxrs).

  Ook de geldigheid van predikaatlogische redeneringen valt te toetsen met Beths methode van de semantische bomen, maar dat is weer een slagje ingewikkelder.  

UNIEK BEPALENDE BESCHRIJVINGEN

  De Britse filosoof Betrand Russell (1872-1970) heeft in de zomer van 1902 Frege een brief gestuurd waarmee hij diens levenswerk op losse schroeven zette. Russell toonde aan dat één van de logische wetten waarop Frege de rekenkunde wilde funderen een paradox toeliet. Deze paradox staat tegenwoordig bekend als de Russellparadox.(zie blz. 4). Dit liet onverlet dat ook Russell meende dat de logica de grondslag vormde voor de wiskunde. Samen met Alfred North Whitehead (1861-1949) schreef hij vervolgens de Principia Mathematica, wat een nieuwe poging inhield om de wiskunde te funderen op de logica. 

  In 1905 schreef hij echter nog in het tijdschrift Mind een belangrijk artikel
 over het logische gebruik van de bepaalde lidwoorden. Het probleem dat hij onderzocht, was hoe men de bewering: 

The present King of France is bald

zou moeten analyseren. Ook in 1905 was Frankrijk al een republiek, maar dan zou de bewering noch waar, noch onwaar zijn, geheel in strijd met Aristoteles’ stelregel van tertium non datur (zie blz. 3).  Russell maakte gebruik van het symbool = (voor is identiek aan, en analyseerde de uitspraak als:

(x (KFx ( (y (KFy ( x = y) ( Bx).

Omdat het eerste deel van de bewering 

((x KFx) simpelweg onwaar is, kan men de bewering ook als geheel onwaar noemen. Sinds Russell op deze wijze de bewering analyseerde duidt men een dergelijk gebruik van de bepaalde lidwoorden aan als “uniek bepalende beschrijvingen”. 

STELLING VAN GÖDEL

  De bedoeling van Frege, Russell en Whitehead was om aan te tonen dat alle wiskundige stellingen die waar zijn ook logisch konden worden bewezen. In 1930 publiceerde de Oostenrijkse logicus Kurt Gödel (1906-1978) echter zijn onvolledigheidsstelling.
 Hij leverde daarmee het bewijs dat het bij de rekenkunde onmogelijk is om axioma’s te kiezen waaruit alle rekenkundig ware  uitspraken kunnen worden afgeleid. Met andere woorden: hoeveel nieuwe axioma’s je ook invoert, er zullen altijd weer onbeslisbare uitspraken zijn. De wiskunde kan van zichzelf niet bewijzen dat ze vrij is van tegenstrijdigheden.

MEERWAARDIGE LOGICA

  Binnen de logica heeft men eeuwenlang Aristoteles’ stelregel tertium non datur aanvaard. De Nederlandse logicus en wiskundige Luitzen Egbertus Jan Brouwer (1881-1966) heeft echter dat uitgangspunt niet aanvaard en een intuïtionistische logica en wiskunde ontwikkeld, waarbinnen men wel uit het gegeven p kan concluderen ((p, maar het omgekeerd niet geldig is om uit ((p, p te concluderen. Zijn logica kan men driewaardig noemen, in de zin dat ze naast de waarden waar en onwaar nog een derde mogelijkheid onderscheidt voor oordelen waarvan de waarheid onbepaald is. Binnen deze logica zijn minder redeneringen geldig dan bij de traditionele tweewaardige logica, omdat men telkens ook rekening moet houden met zo’n derde mogelijkheid dat een uitspraak noch waar, noch onwaar is.

MODALE LOGICA
  Als we redeneren over de werkelijkheid, dan is het meestal niet zozeer interessant wat toevallig het geval is, maar veeleer wat er zou kunnen gebeuren en wat onontkoombaar staat te gebeuren. De modale logica houdt zich met dit soort vraagstukken bezig. De Amerikaanse logicus Saul Aaron Kripke (geboren 1940) heeft hiertoe de mogelijke wereldensemantiek ontwikkeld. Hierbij wordt verondersteld dat onze bestaande wereld (toestand van de werkelijkheid) toegang kan bieden tot andere mogelijke werelden (andere toestanden van de werkelijkheid). Als we een bepaalde gebeurtenis noodzakelijk noemen dan betekent dat dat ze waar is in alle mogelijke werelden die toegankelijk zijn vanuit onze wereld. Als we een bepaalde gebeurtenis mogelijk noemen, dan betekent dat dat ze tenminste het geval is in één mogelijke wereld die toegankelijk is vanuit onze wereld. Veel hangt ervan af hoe men aankijkt tegen de toegankelijkheidsrelatie tussen mogelijke werelden: kan men vanuit een bestaande mogelijke wereld altijd weer terug naar een vorige mogelijke wereld, of bestaan er onomkeerbare processen? Kan men rechtreeks naar elke volgende mogelijke wereld, of zijn er bepaalde mogelijke werelden pas via een andere mogelijke wereld bereikbaar? Bij de toepassing van de modale logica moet men rekening houden met de manier waarop men zulke vragen beantwoordt. Bijvoorbeeld in de quantummechanica zou men een andere logica van toepassing kunnen achten dan in onze alledaagse werkelijkheid.

� “Logic and Conversation” in: P. Cole en J.L. Morgan Syntax and Semantics 3: Speech Acts, New York 1975.


� “On Denoting” in Mind 1905, blz 479-493)


� “Über formal unentscheidbare Sätze der Principia Mathematica und verwandter Systeme I” in: Monatshefte für Mathemathik und Physik 1931, blz. 173-198. 
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